


अध्याय 





प्रतिलोम त्रिकोणमितीय फलन 


(Inverse Trigonometric Functions) 


‘$° Mathematics, in general, is fundamentally the science of 


self-evident things— FELIX KLEIN «७ 


2.] भूमिका (Introduction) 


अध्याय । में, हम पढ़ चुके हैं कि किसी फलन / का प्रतीक $> 


£7 द्वारा निरूपित प्रतिलोम (०४९५९) फलन का अस्तित्व केवल 
तभी है यदि / एकैको तथा आच्छादक हो। बहुत से फलन ऐसे हैं 
जो एकैंकी, आच्छादक या दोनों ही नहीं हैं, इसलिए हम उनके 
प्रतिलोमों की बात नहीं कर सकते हैं। कक्षा जा में, हम पढ़ चुके हैं 
कि त्रिकोणमितीय फलन अपने स्वाभाविक (सामान्य) प्रांत और 
परिसर में एकैकी तथा आच्छादक नहीं होते हें और इसलिए उनके 
प्रतिलोमों का अस्तित्व नहीं होता है। इस अध्याय में हम त्रिकोणमितीय 
फलनों के प्रातों तथा परिसरों पर लगने वाले उन प्रतिबंधों (Restrictions) 


का अध्ययन करेंगे, जिनसे उनके प्रतिलोमों का अस्तित्व सुनिश्चित ! 


होता है और आलेखों द्वारा प्रतिलोमों का अवलोकन करेंगे। इसके 
अतिरिक्त इन प्रतिलोमों के कुछ प्रारंभिक गुणधर्म (P०९7९) पर 
भी विचार करेंगे। 





Arya Bhatta 
(476-550 A. D.) 


प्रतिलोम त्रिकोणमितीय फलन, कलन (९८४८४) में एक महत्वपूर्ण भूमिका निभाते हैं, क्योंकि 
उनकी सहायता से अनेक समाकल (४९९7०]५) परिभाषित होते हैं। प्रतिलोम त्रिकोणमितीय फलनों की 
संकल्पना का प्रयोग विज्ञान तथा अभियांत्रिकी (En¢in९९।१९) में भी होता है। 


2.2 आधारभूत संकल्पनाएं (Basic Concepts) 


कक्षा जा, में, हम त्रिकोणमितीय फलनों का अध्ययन कर चुके हैं, जो निम्नलिखित प्रकार से परिभाषित हैं 


५१९ फलन, अर्थात्‌, sn:R—>[—-],]] 
८०५१९ फलन, अर्थात्‌, ८०७ : R ~> [- ], ]] 
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7 
tangent फलन, अर्थात्‌, tn: R-{x:x=(n+Dr,neZ}oR 


cotangent फलन, अर्थात्‌, cot :R—{x:x=nmT,n€E £/ै| >> 'ि 


secant फलन, अर्थात्‌, sec :R—{x:x=(n+l) र née Z}—R-(l,]) 
cosecant फलन, अर्थात्‌, cosec :R—{x:x=nmT,ne Z}—oR-(l,]) 

हम अध्याय । में यह भी सीख चुके हैं कि यदि /: %-»४ इस प्रकार है कि /(%) = ५ एक 
एकैकी तथा आच्छादक फलन हो तो हम एक अद्वितीय फलन ४: ->2% इस प्रकार परिभाषित कर 
सकते हैं कि 2(9) = %, जहाँ ५€ % तथा = 7/(%),५ € ५ है। यहाँ & का प्रांत =£ का परिसर 
और ४ का परिसर =7/ का प्रांत फलन ४ को फलन /# का प्रतिलोम कहते हैं और इसे / द्वारा 
निरूपित करते हैं। साथ ही 2 भी एकैको तथा आच्छादक होता है और ४ का प्रतिलोम फलन / होता 
हें अत: ४! = (£१! = 7 इसके साथ ही 

fof) =f (४ (०0) 5 (१) 5८» 

और fof) 0) 5 (709) =f) =y 

क्योंकि $१९ फलन का प्रांत वास्तविक संख्याओं का समुच्चय है तथा इसका परिसर संवृत अंतराल 


[-।, ।] है। यदि हम इसके प्रांत को पड । 5 में सीमित (प्रतिबंधित) कर दें, तो यह परिसर 


[- ।, ।] वाला, एक एकैकी तथा आच्छादक फलन हो जाता है। वास्तव में, ¡€ फलन, अंतरालों 


Ea सु हि न , Eb | इत्यादि में, से किसी में भी सीमित होने से, परिसर [-], ]] 
2° 2}|2\)P’ 2 


वाला, एक एकैकी तथा आच्छादक फलन हो जाता है। अतः हम इनमें से प्रत्येक अंतराल में, ine 
फलन के प्रतिलोम फलन को sin! (arc sine funct0n) द्वारा निरूपित करते हैं। अतः ७¡n! एक 


फलन है, जिसका प्रांत [-#ैहे, और जिसका परिसर | 7, 7 | | 7 7 | या र र 
५ >, ) के 
इत्यादि में से कोई भी अंतराल हो सकता हे। इस प्रकार के प्रत्येक अंतराल के संगत हमें फलन 


5 की एक शाखा (3727८) प्राप्त होती है। वह शाखा, जिसका परिसर । | है, मुख्य शाखा 


2 2 


(मुख्य मान शाखा) कहलाती है, जब कि परिसर के रूप में अन्य अंतरालों से $7! की भिन्न-भिन्न 
शाखाएँ मिलती हैं। जब हम फलन ५7! का उल्लेख करते हैं, तब हम इसे प्रांत [-।, ] तथा परिसर 


। हे र वाला फलन समझते हैं। इसे हम $! : [-], ।] ~> । कु | लिखते हैं। 
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प्रतिलोम फलन की परिभाषा द्वारा, यह निष्कर्ष निकलता है कि $n ($n! ४) = % , यदि 


Tt Tt शब्दों ~; 
- | <<] तथा ऽin! ($n 2) = * यदि ह x ठ है। दूसरे शब्दों में, यदि = $0! « हो तो 
$n ) = * होता है। 


टिप्पणी 


(6) हमें अध्याय | से ज्ञात है कि, यदि + = /(%) एक व्युत्क्रमणीय फलन है, तो «=/_! (9) होता 
है। अतः मूल फलन ऽ के आलेख में # तथा » अक्षों का परस्पर विनिमय करके फलन 
$¡n! का आलेख प्राप्त किया जा सकता है। अर्थात्‌, यदि (८, 9), आ। फलन के आलेख का 
एक बिंदु है, तो (9, ०), आ। फलन के प्रतिलोम फलन का संगत बिंदु होता है। अत: फलन 





y=sinx 


आकृति 2.7() 


weir AIO) 2 54 Tt ै 
; का 4 OT Ni 2m 


|_ST 
2 
YY’ 
y=sinx और y = sin’ x 
आकृति 2. (7) आकृति 2.7 (fi) 





209-2020 


प्रतिलोम त्रिकोणमितीय फलन 4 


५ = $ ~ का आलेख, फलन ) = $7 + के आलेख में + तथा » अक्षों के परस्पर विनिमय 
करके प्राप्त किया जा सकता है। फलन ) = ऽग + तथा फलन ५ = $f! « के आलेखों को 
आकृति 2. (0), 0), में दर्शाया गया है। फलन ५ = $7! « के आलेख में गहरा चिह्लित भाग 
मुख्य शाखा को निरूपित करता है। 

(0) यह दिखलाया जा सकता है कि प्रतिलोम फलन का आलेख, रेखा ) = + के परित: (०९), 
संगत मूल फलन के आलेख को दर्पण प्रतिबिंब (Mirror Image), अर्थात्‌ परावर्तन 
(Reflecti0n) के रूप में प्राप्त किया जा सकता है। इस बात की कल्पना, ) = ५7 » तथा 
५ = $n! + के उन्हीं अक्षों (93९ ॥%९५) पर, प्रस्तुत आलेखों से की जा सकती हे 
(आकृति 2.] (7))। 

$९ फलन के समान ८०७/१० फलन भी एक ऐसा फलन है जिसका प्रांत वास्तविक संख्याओं 
का समुच्चय है और जिसका परिसर समुच्चय [-], ]] है। यदि हम ८०४/१९ फलन के प्रांत को अंतराल 
[0, 77] में सीमित कर दें तो यह परिसर [-], ।] वाला एक एकैको तथा आच्छादक फलन हो जाता 
है। वस्तुतः, ८०४/१९ फलन, अंतरालों [- 7, 0], [0,7], [7 27] इत्यादि में से किसी में भी सीमित 
होने से, परिसर [-], ]] वाला एक एकैकी आच्छादी (3९८८/४९) फलन हो जाता है। अतः हम इन 
में से प्रत्येक अंतराल में ८०७४१९ फलन के प्रतिलोम को परिभाषित कर सकते हैं। हम ८०४/१९ फलन 
के प्रतिलोम फलन को cos (arc cosine functi0n) द्वारा निरूपित करते 
हैं। अत: ८०४! एक फलन हे जिसका प्रांत [-।, ]] है और परिसर [-7, 0], 
[0, 7], [77, 27] इत्यादि में से कोई भी अंतराल हो सकता है। इस प्रकार 
के प्रत्येक अंतराल के संगत हमें फलन ८०५! को एक शाखा प्राप्त होती 
है। वह शाखा, जिसका परिसर [0,7] है, मुख्य शाखा (मुख्य मान शाखा) 
कहलाती है और हम लिखते हैं कि 

cos™! : [—I, ]] ~> [0, 77] 

५= ८०४7 # द्वारा प्रदत्त फलन का आलेख उसी प्रकार खींचा जा सकता 
है जैसा कि ५ = ऽं"! » के आलेख के बारे में वर्णन किया जा चुका है। 
५ = ८०5 * तथा ) = ००४» के आलेखों को आकृतियों 2.2 6) तथा (7) 
में दिखलाया गया है। Y 





आकृति 2.2 0) आकृति 2.2 0) 
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आइए अब हम ८05८८९४ तथा ५९८ !% पर विचार करें। 


दीदि | . 
क्योंकि ८०४९९ & = जम ट" इसलिए ००४०० फलन का प्रांत समुच्चय {५:४ € 2 और + #77 
# € 7} है तथा परिसर समुच्चय {५:५ € R,) > | अथवा » < -]}, अर्थात्‌, समुच्चय 
R - (-], ]) है। इसका अर्थ है कि = ०७९८ », -। < < | को छोड़ कर अन्य सभी वास्तविक 
मानों को ग्रहण करता है तथा यह 7 के पूर्णांक ([१९९॥]) गुणजों के लिए परिभाषित नहीं है। यदि 
7 
हम ८०७९८ फलन के प्रांत को अंतराल | | - {0}, में सीमित कर दें, तो यह एक एकैकी तथा 
आच्छादक फलन होता है, जिसका परिसर समुच्चय 7 - (- |, ।). होता है। वस्तुतः ८०४९० फलन, 


3 : 7 3f ¢ 
नत्त । गण | {7} | | {0}. [| इत्यादि में से किसी में भी 


सीमित होने से एकैकी आच्छादी होता है और इसका परिसर समुच्चय -(-],।) होता है। इस प्रकार 
८०९८ एक ऐसे फलन के रूप में परिभाषित हो सकता है जिसका प्रांत R- (-], ]) है और परिसर 


T T 


अलरालां । कि र {0} । | {7} | i | (7) इत्यादि में से कोई भी एक हो 


सकता है। परिसर | | {0} के संगत फलन को ८०७९० की मुख्य शाखा कहते हैं। इस प्रकार 


मुख्य शाखा निम्नलिखित तरह से व्यक्त होती है: 





Y ~= 
न I ' 
2 I ग्ट 2 I 27 
x 
OT, 
2 + 
i --2 || || 
॥ y= ९०४९८ ६ 
y= cosecx 
आकृति 2.3 () आकृति 2.3 (7) 
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JL 70 
sec! $ २ - (- ---,- |- (0 
०05८८ :R- (-l, ])—> । 2 न {0} 
५ = ८०४९८ % तथा ५ = ८०७९८! + के आलेखों को आकृति 2.3 0), () में दिखलाया गया है। 
l Tt 
इसी तरह, ५९८ % = उठ” > = 5०९ ॐ का प्रांत समुच्चय R-{xr:x=(n+]) 7, Z} 


है तथा परिसर समुच्चय FR - (-], |) है। इसका अर्थ है कि ७९८ (५९८३०) फलन 
-। < 9» < को छोड़कर अन्य सभी वास्तविक मानों को ग्रहण (4५५७०९५) करता है और यह 


के विषम गुणजों के लिए परिभाषित नहीं है। यदि हम ५९८३०६ फलन के प्रांत को अंतराल 


[0, 77] - हे ), में सीमित कर दें तो यह एक एकेकी तथा आच्छादक फलन होता है जिसका परिसर 


में अंतरालों ; —T7t Tt 
समुच्चय R- (-, ]) होता है। वास्तव में ५९८३१! फलन अंतरालों [-7, 0] - { ~ ); 0, 7]- || , 


[r, 2m] - { हर } इत्यादि में से किसी में भी सीमित होने से एकेकी आच्छादी होता है और इसका 


परिसर R- (-।, !) होता है। अतः ५९८! एक ऐसे फलन के रूप में परिभाषित हो सकता है 
जिसका प्रांत (-।, ।) हो और जिसका परिसर अंतरालों [- 7, 0] - { कर }, [0, 7m] - { र ), 
[70, 277] - { ना } इत्यादि में से कोई भी हो सकता है। इनमें से प्रत्येक अंतराल के संगत हमें फलन 
५९८! की भिन्न-भिन्न शाखाएँ प्राप्त होती हैं। वह शाखा जिसका परिसर [0, 7] - { } होता है, 
फलन ७९८! की मुख्य शाखा कहलाती है। इसको हम निम्नलिखित प्रकार से व्यक्त करते हैं: 
sec !:R-(LI)—I[0,n]-{f र | 
५ = ५९८% तथा ५ = 5०८ ~ के आलेखों को आकृतियों 2.4 6), (9) में दिखलाया गया है। अंत 


में, अब हम ४80! तथा ८०६! पर विचार करेंगे। 
हमें ज्ञात है कि, ४०0 फलन (४३१४९० फलन) का प्रांत समुच्चय{+ : + € र तथा 


x#(2n+]) र ,॥€ 7} है तथा परिसर रे है। इसका अर्थ है कि ।क्ा फलन र के विषम गुणजों 
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y= secx 


आकृति 2.4 0) आकृति 2.4 (|) 


के लिए परिभाषित नहीं है। यदि हम ११९९४ फलन के प्रांत को अंतराल र र | में सीमित कर 


दें, तो यह एक एकैकी तथा आच्छादक फलन हो जाता है जिसका परिसर समुच्चय र होता है। वास्तव 


37 TT T 3T 
में, ४०१९९० फलन, अंतरालों | बः | > है | | 5 इत्यादि में से किसी में भी 


सीमित होने से एकैकी आच्छादी होता है और इसका परिसर समुच्चय हे होता है। अतएव (वा एक 


37 —T 


ऐसे फलन के रूप में परिभाषित हो सकता है, जिसका प्रत र हो ओर परिसर अंतरालों | गा | , 


| र , गे | | | र पा | इत्यादि में से कोई भी हो सकता है। इन अंतरालों द्वारा फलन ४३०! की 


Tt 
भिन्न-भिन्न शाखाएँ मिलती हें। वह शाखा, जिसका परिसर GE | होता है, फलन ४३०! की 


मुख्य शाखा कहलाती है। इस प्रकार 
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~ Y I || 
iT 37. 
, ॥ 2 ४ 2 27 
x’ — य बह क 3 > XxX 
, 
Y’ 
y=tanx 
आकृति 2.5 (0) आकृति 2.5 (ji) 


५ = 20 ४ तथा ) = 8 !४ के आलेखों को आकृतियों 2.5 6), (0) में दिखलाया गया है। 
हमें ज्ञात है कि ८०६ फलन (८०६३०६९० फलन) का प्रांत समुच्चय {2 : + € रे तथा + # 77, 
४ € 7} है तथा परिसर समुच्चय ह है। इसका अर्थ है कि ८०४३॥९९॥ फलन, 7 के पूर्णाकीय गुणजों 












Y F 
y= cotx 


आकृति 2.6 0) आकृति 2.6 (7) 
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के लिए परिभाषित नहीं है। यदि हम ८०३१४९०६ फलन के प्रांत को अंतराल (0,7) में सीमित कर 
दें तो यह परिसर र वाला एक एकैकी आच्छादी फलन होता है। वस्तुतः ८०६३०९९० फलन अंतरालों 
(7, 0), (0, 7), (7, 27) इत्यादि में से किसी में भी सीमित होने से एकैकी आच्छादी होता है और 
इसका परिसर समुच्चय हे होता है। वास्तव में ८०६? एक ऐसे फलन के रूप में परिभाषित हो सकता 
है, जिसका प्रांत र हो और परिसर, अंतरालों (-7, 0), (0, 7), (7, 27) इत्यादि में से कोई भी हो। इन 
अंतरालों से फलन ८०६ को भिन्न-भिन्न शाखाएँ प्राप्त होती हैं। वह शाखा, जिसका परिसर (0, 7) 
होता है, फलन ००४० की मुख्य शाखा कहलाती है। इस प्रकार 
cot!:R-> (0, 70) 

9-०0» तथा ) = ८०४४ के आलेखों को आकृतियों 2.6 6), () में प्रदर्शित किया गया है। 

निम्नलिखित सारणी में प्रतिलोम त्रिकोणमितीय फलनों (मुख्य मानीय शाखाओं) को उनके प्रांतों 
तथा परिसरों के साथ प्रस्तुत किया गया है। 









|= टिप्पणी | 
. in! से ($।॥४)! को भ्रांति नहीं होनी चाहिए। वास्तव में ($7 ४)! = ज और यह तथ्य 
जे 


अन्य त्रिकोणमितीय फलनों के लिए भी सत्य होता है। 
2. जब कभी प्रतिलोम त्रिकोणमितीय फलनों को किसी शाखा विशेष का उल्लेख न हो, तो हमारा 
तात्पर्यं उस फलन की मुख्य शाखा से होता है। 
3. किसी प्रतिलोम त्रिकोणमितीय फलन का वह मान, जो उसकी मुख्य शाखा में स्थित होता है, 
प्रतिलोम त्रिकोणमितीय फलन का मुख्य मान (Prin८iए] ५३५९) कहलाता है। 
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अब हम कुछ उदाहरणों पर विचार करेंगे: 


| 
उदाहरण { sin! ऊ) का मुख्य मान ज्ञात कोजिए। 
हल मान लीजिए कि 5 ड) अतः & 
SIN. TT ना ४. $ SN V=— एफ, 
Rd 2 
Er) 


हमें ज्ञात है कि $|! की मुख्य शाखा का परिसर | होता है और in है। 


|| Tt 
इसलिए $0! | त | का मुख्य मान - है। 
ड्‌ ए sin =] fe है हे 


उदाहरण 2 ८०77 | ङ का मुख्य मान ज्ञात कीजिए। 


v3 


] 
हल मान लीजिए कि ८०7 ब ५ . अतएव 


cot y = ~! ——cot a = 00 [ ठ = Cot (म) हे | 
8 रु 3 3 
] 


हमें ज्ञात है कि ८०६! की मुख्य शाखा का परिसर (0, 7) होता है और ८०४ र | हा है। अत 


पा 6 का मुख्य मान र है। 
ENE 3 


| प्रशनावली 2.7 | 


निम्नलिखित के मुख्य मानों को ज्ञात कीजिए: 
« [ | v3 ] 
].~ sin 5 2५ GOS 2 3. ०056८ (2) 
| 
4. tan! (-/3) 5. cos (5) 6. tan’ (-]) 
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कि नक न्क 
7. 866 8. cot (२४३) 9. cos ष 


I0. cosec™! (_./2) 
निम्नलिखित के मान ज्ञात कीजिए: 


|| || | 
—] दा अ . ल्‍««--नननननन ५ है -] र >न्‍_ओ दा य ५ के -] न 
Il. tan (l)+co न + sin न Is, 60 ( +2 sin A 


3. यदि $n! + =}, तो 
Tt Tt 


A) 0< 9» < 7 93) हल 
(A) 055 7 (B) -7SY55 


T™ T™ 
(C) 0< y<T (D) / 


I4. tan! ५3-९८! (-2) का मान बराबर है 


TT C T™ 2T 
(A) 7 (B) E © 4 (D) ह 
2.3 प्रतिलोम त्रिकोणमितीय फलनों के गुणधर्म (Properties of Inverse Trigonometric 
Functions) 
इस अनुच्छेद में हम प्रतिलोम त्रिकोणमितीय फलनों के कुछ गुणधर्मो को सिद्ध करेंगे। यहाँ यह उल्लेख 
कर देना चाहिए कि ये परिणाम, संगत प्रतिलोम त्रिकोणमितीय फलनों को मुख्य शाखाओं के अतर्गत 
ही वैध (५७४॥०) है, जहाँ कहीं वे परिभाषित हैं। कुछ परिणाम, प्रतिलोम त्रिकोणमितीय फलनों के प्रांतों 
के सभी मानों के लिए वैध नहीं भी हो सकते हैं। वस्तुतः ये उन कुछ मानों के लिए ही बैध होंगे, 
जिनके लिए प्रतिलोम त्रिकोणमितीय फलन परिभाषित होते हैं। हम प्रांत के इन मानों के विस्तृत विवरण 
(D९(4]5) पर विचार नहीं करेंगे क्‍योंकि ऐसी परिचर्चा (।५८॥५५।००) इस पाठ्य पुस्तक के क्षेत्र से 
परे है। 
स्मरण कीजिए कि, यदि ) = $0 !% हो तो «= $ तथा यदि += $) हो तो y = झा» 
होता है। यह इस बात के समतुल्य (£१७।४॥।९॥) है कि 
sin (sin! x)= 5, ४ € [—],]]तथा sin!(sinx)=x,xE - ठ > | 
अन्य पाँच प्रतिलोम त्रिकोणमितीय फलनों के लिए भी यही सत्य होता है। अब हम प्रतिलोम 
त्रिकोणमितीय फलनों के कुछ गुणधर्मो को सिद्ध करेंगे। 
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७ ७ I 
I. (i) sin! र ००5९८! ४, ४: > [या x<-I 
ee I 
(ii) cos? र 5&ट४, ४ > [या x<-I 


I 
(iii) tan ठ cot! x,x>0 


पहले परिणाम को सिद्ध करने के लिए हम ८०७९८! « = ५ मान लेते हैं, अर्थात्‌ 


x= cosecy 
| 
अतएव —=smy 
| 
अतः sin! —=y 
र 
या sin! cosec™! Xx 


इसी प्रकार हम शेष दो भागों को सिद्ध कर सकते हैं। 


2. 0) शा (-४) ८ - शा ४, ४ € [-l],I] 
(iD tan! (-४) ८ - था 5, | € 7२ 
(iii) ९05९८! (-४) = - cosec! x, |x| > I] 
मान लीजिए कि ऽ! (-%) = ५, अर्थात्‌ -६४ = ऽण इसलिए ४ = - ऽ¡n , अर्थात्‌ 
x = sm (-9). 
अतः sin! ४ ८ - ५ ८5 - शा (x) 
इस प्रकार sin! (x) = - sinix 


इसी प्रकार हम शेष दो भागों को सिद्ध कर सकते हैं। 
3. (6) cosi(x)=T-—cosix,xe[-Il,I] 
(ii) sec! (x)= T- sec'ix,lxl>l 

(iii) cot! (x)= T-cotix,xER 

मान लीजिए कि ८०५! (-%) = » अर्थात्‌ + = ८०5 » इसलिए + = - cos y = ०05 (7-3) 
अतएव cos!ix=T—-y=T- cos! (x) 
अतः cos! (x)= T- cos! x 

इसी प्रकार हम अन्य भागों को भी सिद्ध कर सकते हैं। 


209-2020 


50 गणित 
, य T 
4. (0) sin'x+cos'x ८ क [- ], ]] 
T 
(ii) tan!x + cot!x = 3 xER 


T 
जि व 


(iil) cosec!x + 5९ट! ४ = 


TT 
मान लीजिए कि $i! % = 9, तो + = sin y = cos हू त d 


Tt ` 
इसलिए cosix= —-y= —-sinl x 
9, 2 
Tt 


अतः sin! ४ + cos! x= 7 


इसी प्रकार हम अन्य भागों को भी सिद्ध कर सकते हैं। 


,Xy<l 





5. (i) tan™x + tan!y ८ tan! अ 
I xy 


(ii) tan™x — tan! y = tan! मा 
I+ x 





+ 2४9४ >-॥7 





(iii) tan™x + tan'y=T + tan! पट + | ,xy>l,x>0,y>0 


मान लीजिए कि 20! «= 0 तथा a! = 0 तो = t३॥ तथा y = tan ९ 





tan 0+ tan + 
अब tan(6+ ¢) = ० 
l—tan Qtan 0 I—xy 
x+y 
® = इक 
अतः 0+ = tan Ixy 
x+y 
अतः tan x + tan y=tan 7_ ठ 


उपर्युक्त परिणाम में यदि + को -) द्वारा प्रतिस्थापित (२९।॥८०) करें तो हमें दूसरा परिणाम प्राप्त 
होता है और को + द्वारा प्रतिस्थापित करने से तीसरा परिणाम प्राप्त होता है। 
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6. (0) 2tan!x= sin! 








(ii) 2tan! x = cos! र 





25% 
(iii) 2tan! x = tan! r,l<x<l 


मान लीजिए कि ४20! % = 9, तो x = tan y 








2; 2tany 
अब sin! | कु sin! I+tan?y 
>शा (शा 2 की) = y= 2tan! ४ 
Ix” I—tan* y 
इसी प्रकार 00587 आम 0057 tay = COS’ (cos 2y) = 29 = 2tan! x 


अब हम कुछ उदाहरणों पर विचार करेंगे। 
उदाहरण 3 दर्शाइए कि 


| 
(0) sin? (2xyl x?) 52 sim! x, 7 उर चड 


] 
() छा (+l? | 7 x ) = 2 cos ठ <x<]l 


हल 
() मान लीजिए कि + = $n 0 तो ¡0! ४ = 0 इस प्रकार 
sin! (>rJl—x?) ह (2sin vl-sin?9) 
= sin! (2sin0 cos0) = sin (sin20) = 20 
= 2 si’ X 
() मान लीजिए कि ४- ००४ तो उपर्युक्त विधि के प्रयोग द्वारा हमें 
आरा (2४ _ <? )= 2०057 4 प्राप्त होता है। 


] DE, FS: 
उदाहरण 4 सिद्ध कीजिए कि ।n! 5 +tan री tan ह 
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हल गुणधर्म 5 0), द्वारा 


I 2 
—+ - 3 
ड ] 2 _ हि 
बायाँ पक्ष = वा _+ध्या tan! 2H tan! = (00 ~ = दायाँ पक्ष 
iz ° 4 
2 
COSX — 37 Tt ~ 
उदाहरण 5 tan , - 7,८ को सरलतम रूप में व्यक्त कोजिए। 
—SINX 2 Bs 
हल हम लिख सकते हैं कि 
A, DA 
COS ——SIM -— 
ठ 2 





~] COSX _] 
tan = tan 
I—sinx 


| 


2X . 2 . चछ NX 
COS —+sIn ——2sIn—cos— 
2) 24 2, 2 





XT, X x 
COS ——+sIn — I+ tan — 
~ tan™! 2 2 ख tan™! 2 
के . ५ x 
COS——SIN— ] — tan — 
थे 2 2 
i mr TS 
= tan tan —+ज— ||l=—+— 
4 2 4 2 


विकल्पतः; 


|) TT न) — 
| COSX EE 2९ i) | | 
tan — ta tan 
I—smx T—2x 
Il—cos| ——x I—cos 
2 2 
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| T—2x _ _] Tt T—-2x 
tan | cot = tan ‘tan >_गणएएयएयए 
4 2 4 


= tan c र ] -- Ls 
4 2 4 2 


_ | में 
उदाहरण 6 ००7 | ल्त | > । को सरलतम रूप में लिखिए। 
x -] 


हल मान लीजिए कि + = sec 9, then x I d= sec? 9-] O—l=tan0 


-] 


इसलिए ८० = cot! (०0 0) = 0 = ५९८! » जो अभीष्ट सरलतम रूप है। 





I 
JI Ea | 
_ WX 3x-—x” I 
उदाहरण 7 सिद्ध कीजिए कि ४३n » + tan y= tan’ | Jog | xe श 
~ 3 
हल मान लीजिए कि » = 0. तो 0 = an! % है। अब 


र FRE _। 3tanO—tan’ 9 
दाया पक्ष = tan 3-5 = tan SS 
I—3x I—3tan 0 





= tan! (tan30) = 30 = Stan ix = tan x+2tan!x 





2x हि क्यों 
= tan! x+ tan! । 7 = बायो पक्ष (क्यों?) 
X 


उदाहरण $§ ८०७ (५९८! ४ + ०05०८ %), || > ] का मान ज्ञात कोजिए। 


ही Tt 
हल यहा पर 005 (sec! x + cosec™! x) = cos हि } 0 
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[प्रझनावली 2.2| 
निम्नलिखित को सिद्ध कीजिए: 


I] 
I. 3sin!x= sin’ (3x - 4४7), x€ 5 न 
2 2, 


] 
2. Scos!x= ०05 (4४7 - 3x), x€ हि , है 


3, tani मा tan! Ei = tan! 
5 ा।। 24 
l ] 3] 
4, 2tan '—+tan ' — = tan‘ 
2 7 [7 


निम्नलिखित फलनों को सरलतम रूप में लिखिए: 
सु | J+? | न x र | # 0 6. tan ! _ | 





शशि नपययय9 इच्छ ME | 
ह 8 x -] 
| Jr —COSX _i| COSx—SInx I ३3५7 
Js, ‘tal O<x<T 8. ‘tan प 5 ४, | 
I+cosx COSX+SINX 4 4 
| X 
9. tan Fe , || < 
a —xX 
ला. पता 3a xx) 0 
d> 
a? —3ax v3 3 
निम्नलिखित में से प्रत्येक का मान ज्ञात कीजिए; 
| | 
Il. tan |2cos| 2sIn 2 I2. cot (tan a + cot ia) 


I| ._, 2x _ 
I3. र sin CO 2 ,।*। < ।,५> 0 तथा ~<] 





209-2020 


प्रतिलोम त्रिकोणमितीय फलन 


| _ 
4. यदि $n in tos = ] तो «का मान ज्ञात कीजिए। 





xl i x+Il Tt 
]5. यदि था +१! ~ = ~ तो +का मान ज्ञात कीजिए। 
x—2 x+2 4 

प्रश्न संख्या ।6 से 8 में दिए प्रत्येक व्यंजक का मान ज्ञात कीजिए: 

: Al... OT 3 
I6. sin न I7. वा पा 

3 4 

tan in हा +९0 7 

8. 5 2 
_] /T 

9. ००87 | ००४- का मान बराबर है 

ne IT B ST C ९ D भ 

(A) श्र (B) श्र (C) 3 (D) 6 
20. sim E — थण (-2)| का मान हे 

3 g) 

A ls B है C 3 D) । 

(A) 7 (B) 3 (C) | (D) 
2l. tan 3 -06(६ (3) का मान 

Tt 
(A) गहै (B) (तै (0) 0हे (D) 23 


विविध उदाहरण 


> i . ST 
उदाहरण 9 sin! (sin जडः का मान ज्ञात कोजिए। 


ह्मे : ee ST. 37 
हल हमें ज्ञात हे कि in ! (SIR) होता हे । इसलिए sin (sIn rz र्र ह 


कितु ST 77 7 
कितु ह ् 5 | , जो ऽ¡n! + को मुख्य शाखा है। 
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3 
तथापि sn(-—)=sin(rt--—) = Sh तथा -- 5 


2T 2 | T 
5 5 


५ > 2 «५ i’ i OT. OT 
अतः sin isin) = sin (sin—)= --- 
In (शा ) ( ) 


| 8 _ 84 


उ 
| ह. 
उदाहरण दर्शाइए शाइए कि क SI ——SIM ——=—COS —— 


| 


MR 
हल मान लीजिए कि in ठ्=2 और in! र = y 


इसलिए. 5 तथा $ ठ 
SIN X— TT SIN Y — — 
5 7 


> 9 4 - 
अब COs b= Yl sin sin x = | कैद ड (क्या?) 


और Cos y = Ji -sin?y > ४ ८ 2s 


इस प्रकार cos (४ —y)=cosxcosy+sinxsiny 
4 ]5 3 6 84 
= —X~—न+लX—=— 
5 TR SN 65 





84 
—] 
इसलिए, = — COS न्क 
इसलिए ee ड) 
अतः sin ! र —gin ! ® ९ - COS ! ee 
i 5 IIS 85 
I2 4 
उदाहरण व] दर्शाइए कि sn +cos -“>+ क्या पा I 
I3 5 ]6 
! - 4 - 03 
हल मान लीजिए कि sin! = Xx, COS 5 = 9, tan I6 = ट्‌ 
इस प्रकार sin i COS र tan 2 = 
५ BE नतचचत हे ५ — _ 9 उ 
A 
= 3 
इसलिए COS x = 3 ,SMीy = 5 ,tanx=-— और tany=— 
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० 
tanx+tany _ 5 4 _ 63 
अब tnxty)e 7] करा यह 
॥ वा शिाओ कक I6 
5 4 
अतः tan(x+ y)= —tanZ 
अर्थात्‌ tan (x + y) = tan (-2) या tan (x + y) = tan (ft - 2) 
इसलिए x+Yy=-Z Or x+Yy=NT-Z 
क्योंकि ४, ५ तथा ट धनात्मक हैं, इसलिए ++ ) #- 7 (क्यों?) 
जत गया sin +005 s+ tan र 
द x+y+Z=T 3 : i 


| acosx—bsimx a 
उदाहरण 2 tan ! । go को सरल कीजिए, यदि र्‌ tan ४ > -] 








bcosx+asinx 
हल यहा 
aCcosx—bsInx . 
: ——tanx 
| acosx—bsinx > _ 

tan il | tani 20% | _ शा (7? _ 

bcosx+asinx bcos x+asinx a 
I+—tanx 

bcos x b 


EN) ह a 
= tan —tan (tan x) = tan ! हा ्- 


Tt 
उदाहरण 3 tan! 2% + tan "3% = र को सरल कीजिए। 


% Tt 
हल यहाँ दिया गया है कि tan! 2x + tan! 3x = 





4 
या tn 2x + 3x _ T 
l—2xX3x 4 
र 5» Tt 
] 
tan BE 
i | I-6x | 4 
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5५% TT 
इसलिए — tan — | 
हला I-6x’ 4 
या 6%? + 5 ] = 0 अर्थात्‌ (66- ]) + ])=0 
| 
जिससे प्राप्त होता हे कि, £= ठ याश=-] 


क्योंकि += - ], प्रदत्त समीकरण को संतुष्ट नहीं करता है, क्योंकि ४-- से समीकरण का 


ड | 
बायाँ पक्ष ऋण हो जाता है। अतः प्रदत्त समीकरण का हल केवल 2 = 6 है। 


अध्याय 2 पर विविध प्रशनावली 


निम्नलिखित के मान ज्ञात कीजिए: 
न्जु जे | र 
I, ०05 | c0०s—— 2. tan | tan 
6 6 
सिद्ध कीजिए 
3 24 Fi 
3, 2 sin = tan! 4, sin | Ee + sin ! = tan --- 
5 7 [7 5 36 
_ 4 FD, _॥| 33 _। SR „496 
5, COS —+COS — 5 0८०08 - — 6. ०08 —-+sSm —=$sm —— 
5 [3 65 I3 5 65 
_॥ 03 ६,3 _ 3 
7, tah —=—sm ——+cos — 
I6 I3 5 
_;] l _ 5 
8६४, tan —+tan —+tan —+tan —=— 
5 हा 3 8 4 
सिद्ध कीजिए; 
| ] | | जज A 
J, tan yx =7 00s xe 0,I] 
रे Jl+sinx+Nl-sinx [0 
oo Sy _ < च 
I0. Jl+sinx—Nl-sinx 2° 4 
vl+x—Nl-x rt l | 
थी) ME ssp Pp Ss ER SE न संकेत OE 
II. fi हि व ल 4 2 , ठ > eR | x= ८०७ 20 रखिए] 
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I2.7 sin! = sin! Le 
8 4 3 4 3 


निम्नलिखित समीकरणों को सरल कीजिए: 
cm 


] 
=—tan ' x,(x > 0) 
l+x 2 


I3. 2tan’ (cosx)=tan' (2 cosecx) ]l4. tan 


I5. sin (tan! %), | +| < । बराबर होता हैः 














(C) (D) 


x 
B 
I-22 JI-x? = +x? Se +x? +x 


I-x 


(A) 7 


ll 
6. यदि शा! (!- 2) -2 + = 7 + तो » का मान बराबर हैः 


I I | 
(A) 0, त (8) ], न (C) 0 (D) 5 
7. tan नि —tan! का मान हेः 
y x+y 
TT Tt C TT 3T 
(A) 5 हे। (8) > है। (©) ~ हे। (D) र 
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गणित 
TT 
Mn (ale ४ R Er 
जल R (0, 70) 
-्् र | 
$in_% से ($¡०%)-! को भ्रान्ति नहीं होनी चाहिए। वास्तव में (४7 2)! = जार और इसी 
in x 
प्रकार यह तथ्य अन्य त्रिकोणमितीय फलनों के लिए सत्य होता है। 
किसी प्रतिलोम त्रिकोणमितीय फलन का वह मान, जो उसको मुख्य शाखा में स्थित होता 
है, प्रतिलोम त्रिकोणमितीय फलन का मुख्य मान (Prin८iए2] \॥।८०) कहलाता है। 
उपयुक्त प्रांतों के लिए 
ME SiMe Jo SIN ) x=siny >y= MA 
SHM(SIME UN Sen (SIC) ८ ४ 
] 
sin! ठ = COSECS ६ COS! (—x) NE OS! x 
] 
COS! र = cot! Ry) T-— cotix 
tan! र COE sof (x)=T- secix 
SI (gS 7 War oN = aM 
Tt 

(an / + Ol v= 7 Ccosec™! (—x) = — cosec! x 

Tt Tt 
sin! x+ cos! x= 7 008९८ x + sec!x = 7 

+ 2 
tanix + tan 9 = tan! i EEE i 200 SS = (NE ठ | ॥ 
=i I 
iE 
tan x+tan'y=T+ tan! आज OE IS Ov 
| om 
-पु EE EM 
tan x — tan y = tan xy > +ा 
IC 
22 i 








oun ‘(= Sie Co हे 
i [Coe 


209-2020 


प्रतिलोम त्रिकोणमितीय फलन 


ऐसा विश्वास किया जाता है कि त्रिकोणमिती का अध्ययन सर्वप्रथम भारत में आरंभ हुआ 
था। आर्यभट्ट (476 ई.), ब्रह्मगुप्त (598 ई.) भास्कर प्रथम (600 ई.) तथा भास्कर द्वितीय 
(।।.4 ई.)ने प्रमुख परिणामों को प्राप्त किया था। यह संपूर्ण ज्ञान भारत से मध्यपूर्व और पुनः 
वहाँ से यूरोप गया। यूनानियों ने भी त्रिकोणमिति का अध्ययन आरंभ किया परंतु उनकी कार्य 
विधि इतनी अनुपयुक्त थी, कि भारतीय विधि के ज्ञात हो जाने पर यह संपूर्ण विश्व द्वारा अपनाई 
गई। 

भारत में आधुनिक त्रिकोणमितीय फलन जैसे किसी कोण की ज्या (५¡१९) और फलन 
के परिचय का पूर्व विवरण सिद्धांत (संस्कृत भाषा में लिखा गया ज्योतिषीय कार्य) में दिया 
गया है जिसका योगदान गणित के इतिहास में प्रमुख है। 

भास्कर प्रथम (600 ई.) ने 90° से अधिक, कोणों के ५०९ के मान के लए सूत्र दिया 
था। सोलहवीं शताब्दी का मलयालम भाषा में $n (७ + 8) के प्रसार की एक उपपत्ति है। ।8°, 
36°, 54°, 72°, आदि के ¡९ तथा ८०४१९ के विशुद्ध मान भास्कर द्वितीय द्वारा दिए गए हैं। 

$in! ४, 05! », आदि को चाप 50 %, चाप ८०५ %, आदि के स्थान पर प्रयोग करने का 
सुझाव ज्योतिषविद Sir John FW. Hersehel (83 ई.) द्वारा दिए गए थे। ऊँचाई और दूरी 
संबंधित प्रश्नों के साथ ॥।९५ (600 ई. पूर्व) का नाम अपरिहार्य रूप से जुड़ा हुआ है। उन्हें 
मिश्र के महान पिरामिड की ऊँचाई के मापन का श्रेय प्राप्त है। इसके लिए उन्होंने एक ज्ञात 
ऊँचाई के सहायक दंड तथा पिरामिड की परछाइयों को नापकर उनके अनुपातों की तुलना का 
प्रयोग किया था। ये अनुपात हैं 

h 

= gan ( सूर्य का उन्नतांश) 

Th2।९५ को समुद्री जहाज की दूरी की गणना करने का भी श्रेय दिया जाता है। इसके 
लिए उन्होंने समरूप त्रिभुजों के अनुपात का प्रयोग किया था। ऊँचाई और दूरी संबधी प्रश्नों का 
हल समरूप त्रिभुजों की सहायता से प्राचीन भारतीय कार्यों में मिलते हैं। 


OT 
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